Soluciones Hoja 7. Pedro Balodis
Problema 1. Calcular las siguientes primitivas:

a) I = [(z?+ 3z) (5903 - fg) da:

Solucion:
8 24
I = /(5:c5+15:1:4——2> dx
r

) 24
= 7936+3x57810g|:1:|+;+0

6
b) I=[|e“(e” —e ")+ ! dx:
S5r — 2
Solucién:
1
I = 2 1 d
/[6 +5ax—2 v
= 162”—95—1—110 [bx — 2|+ C
3 5 %
c) I = [(3sen(5z) z > d
= 11 r)— = — T 5 xz
2 1+4x2
Solucién:
3 1 5
I = —x cos(bz) — Zx2 -3 arctan(2z) + C

T 2 4
d) I= d
) f<1+x2+(4x+1)2+\/12x2> v
Solucién:

1 4
— 5(4;13 +1)7t+ ﬁarcsen (V2z) 4+ C

Problema 2. Calcular las siguientes primitivas, integrando por partes:
a) I = [(2?—2z)e’* 3 da:

Solucién: Tomando u = 2% — 2z, du = (2x — 2)dz; dv = € 3dx, v =

1
I = B log(1 4 z%)

1
Ze5* 73 luego

5
1 2
I = /udv:uv—/vdu:7(x2—2x)e5$_3—7/(x—l)esg”_gdx
) 5 ) ————
1 2 2
— 5(1,2_21:)659573_%(x_l)eE:sz_%/eE)xdex
1 2 2
_ g(l‘Q—2]})8506_3—%($—1)85m_3—§565z_3+0

b) I = [zcos(bz)da:

1
Solucién: Tomando u = z, du = dx; dv = cos(bx) dx, v = 7 sen (5z), luego

1 1
I = 5xsen(5x)—g/sen(5x)dx

1 1
s sen (5z) + % cos(bz) + C



c) I =[e “senzda:

Solucién: Tomando u = e *, du = —e ®dzx; dv = senzdx, v = —cosx,
luego
I = —e %cosx— [ e *cosxdx
~ T —
u dv

= —e ®cosz+e Tsenw—1

de dénde 1
I= ie*f’:[sena: —cosz]+C

d) I =[zVx+1da:

2 .
Solucién: Tomando u = z, du = dx; dv =z + 1dz, v = g(z+1)3/2, luego
_ 2 32 _ 2 3/2
I = 3x(x+1) 3 (x+1)°/*dx
= o Lasypzic
3 15

Problema 3. Calcular I = fow/2 sen*xdr; k=3, 7:
Solucién: Para k = 3,

/2
I = / senz(1 — cos® x) dzx
0

) w/2
= —cosx|g/ —/ sen x cos? x dx

w/2
= 1—|—=cos’z
0
1 2
= 1—--==
3 3
De modo similar, para k = 7:
/2
I = / senz(1 — cos® z)* dx
0

/2
= / senz[l — 3cos® x + 3cos® x — cos® z] d
0

1
3

1 1 4
35777

1-3-
Problema 4. Calcular, descomponiendo en fracciones simples:
x

)= e

Solucién: Como gr(z) =1 <2 =gr[(x — 1)(xz — 3)], podemos escribir

dz:

" _ A B :(A+B)a:—3A—B;A:_}7B:§
(z-@-3) x-1 =x-3 (z =1z =3) 2 2
luego
1 3 |z —1]'/2
1= logla— 1]+ log|o = 3| =log | —575 + C



b)I_f 3+

Solucién: Haciendo la divisién entera de los polinomios correspondientes
(si p(x) y g(x) son polinomios, existen polinomios unicos d(z) y r(z) con

34+ 1 1—=x
B (1) < 8r() v pla) = dle)a(e) +r(@). Ty =14 o
escribir

1—2 _é_}_Bw—i—C
r(x2+1) =z 22+1

dx:

, y podemos

=1—-2=A@*>+1)+ (Bx +C)z, Va

luego A =1, B= -2, C = —1, de dénde
I = log |z| — log(x? + 1) — arctanx + C

2
I = -—
) I=] (z—1)(z + 3)2
Solucién: Podemos escribir

2 A B C
GG 7 1 aes rap 2T AT B O, e

dx:

luego A=1/2, B=1, C = —1/2, de dénde

1 1
:510g|a:—1\—1og|33—3|—5(33—&—3)714—0

522 4+ 5
d
J @212 +220+2) "
Solucion: Podemos escribir

522 +5 522 +5 A B Cx+D

@)@ +20+42) @-Det D@t 12+l o-1 z+1 2+2042

d) I=

luego A=1, B=-1,C =8, D = -3, de dénde

1
+ 4log(z? + 2x + 1) — 5arctan(z 4+ 1) + C

I =log +1‘

Problema 5. Hallar f’, usando el Teorema Fundamental del Céalculo (TFC):
a) f(z) = [y (1+¢3)~2dt:
Solucmn. Aplicacién inmediata del TFC proporciona f/(x) = (1 + z2)~2

b) f(x fo (14t2)~3dt:

Solucién: f = goh, con g(z) = [, (1+t*)73dt, h(z) = x%, luego el TFC
junto con la Regla de la Cadena proporciona

f(a) =g (a*)2z = (1 +2*) %2z
¢) flz) =[5 (1 +12) % dt:

Solucién: f =goh—gok, con g(z) = [ (1+t*)73dt, h(z) = 2?, k(z) = 2,
luego el TFC junto con la Regla de la Cadena, proporciona

fl(z) =g (*)2x — ¢/ (2*)32% = (1 + 2*) 732z — (1 + 2%) 7322



1
Problema 6. Probar que [ |t|dt = §x|x| Va:

Solucién: Lo més simple, segin el TFC, es comprobar que ((1/2)z|z|)’ = |x| Vz,
pero como

1 2?/2 x>0 1 " L2 >0

—z|z| = T = zzlz| ) = ’ =lz[,z#0

2|| {—x2/2 ,r <0 <2||> —x ,x<0 2l @ #
En z = 0 el anterior cdlculo no es aplicable, pero evaluando la derivada directamente
por la definicién,

-0
tim 2 =0 i g = 0= [0
z—0 x z—0
luego la férmula ((1/2)z|x|) = |z| Yz es vélida, y segin el TFC, es equivalente a lo

que pide probar el ejercicio.
Problema 7. Sea f derivable que cumple

/ f(@) :—f—i—x +xsen(2x)+%cos(2x)Vx20
Hallar f(w/4), f'(w/4):

Solucién: Puesto que f es derivable, también es continua, y segun el TFC, la
integral del problema es una funcién derivable cuya derivada es f, luego

1 1 '
flx) = {2 + 2?2 + zsen (2x) + 3 cos(2x)
= 2x+ 2xcos(2z) Vx >0
= f'(x) = 2+ 2cos(2x) —4wsen (2z) Vr >0

Con ello, deducimos inmediatamente f(n/4) = 7/2, f'(7/4) =2 — 7.

Problema 8. Calcular I = fo x) dx con:

1
Solucién: Con u = e*, %“ —de
1 d d 1 1
/f /u +4u~! 5 - /11/27:7_4 D) arctan(u/2)+C = 3 arctan(e” /2)+C
luego

1

1 ]t 1
I= 3 arctan(e®/2)| = i[arctan(e/Q) — arctan(1/2)]

0

6295

Ve“’—l—lz

.. U
Solucién: Con u =e*, — = dx
U

b) f(x) =

uw?  du
d =
[ erds Vatlu
u+1—1du

vu+1

_ /[(u F1)M2 = (a4 1) 2] du

2 :
= e+ 132 —2(e* + N2 1+ C



luego
I =

Wl N

[(64—1)3/2—2(e+1)1/2—23/2+21/2

0 f(@) = 5y

d
Solucién: Con u = 2%, log 2 _ iy
u

w? +1du
= log2 —
/f(m)dl’ og /qul "

= log2[2% +log2” — 2log(2” + 1)]
= log2[2” + (log2)z — 2log(2* 4+ 1)]

Il
)
o
]
\
| —— |
—
+
| —
\
+
—
—_—
U
S

luego
I =1log2[1+log2— 2log3|
x
d) f(z)= \/ﬁ:

Solucién: Con u = 22, du = 2z dx
1 du
r)de = = | ——
/f( ) 2/\/1+u2
1
= ilog(u+ 14 u?)

1
= §log(a:2+ 1+ z4)

luego
1
I= 3 log(1 + v2)

/4

Problema 9. Calcular I = [/ f(x) dx con:
a) f(z) =tana:
Solucién: Con u = cosz, du == —senx dz
du
de = — [ —
[ o .
= —log|cosz|+C
luego
1 log 2
I= —log(cosg) = —logﬁ = %

b) f(x) = cos* x:

Solucidn:
I:/f(x)dx = /cos3xd(senx)
= cos’zsenx + 3/0052xsen 2z dr

= cos?’xsenx+3/cos2xdaz—31

1 3
=1 = ECOSszenx—I—Z/coszxdx



Procediendo de igual modo para calcular [ cos? z dx, obtenemos finalmente

1 3
I= 1(3082338611334— g(cosxsenx—l—x) +C

luego
1 4 9 9, ™ 1 3w
1= 10V +S[0/VD? + J1 = 1+ 2
c) f(z)=tan®z:
Solucién:
1—cos®zx
dex = —d
/f(x) x / cos? x v
= /(sech —1)dx
= tanz—z+C
luego
T T
I—tanz_z—l_z

d) f(z) = sen®zcos®x:

Solucién: Podria intentarse integracién por partes como en el caso b), pero
una sustitucién es més simple: senz = u, de = (1 — u?)~/2du

/f(x) de = /u5(1*“2)3/2(1*u2)’1/2du
= /us(l—uz)du

sen 6$ sen 8’1’

- - c
6 g T

luego
) P ) S N
-~ 6 8  6-8 8-16

Problema 10. Calcular el drea de las siguientes regiones:

a) Region delimitada por el eje X y la gréfica de f(z) = senz, 0 < x < 87:

iy . . 8 .
Solucién: Tal drea A es justamente [ "|f(x)| dz, pero | sen x| es una funcién
periddica de periodo 7, con 0 < senz, 0 < x < 7, luego

A:8/ senxdr=8-2=16
0

b) Regién delimitada por el eje X y la gréfica de f(z) = [2],0 < 2 < 7 (con
|| := x — [z], parte fraccionaria de x):

Solucién: Tal drea A es [ |f(z)|dz, pero f(z) > 0, y es una funcién
periddica de periodo 1, continua a trozos, luego tomando los intervalos

[k,k+1), k € Z dénde |z] = = — k,

A = B/Olede—F/;@ dx

=x—3
1 T—3
= 3/ xdx—|—/ rdr
0 0
3 (m—3)?
— §+T



Problema 11. Calcular el area de las regiones limitadas por las siguientes fun-
ciones:
2

a) f(l’):m7 g

Solucién: Observamos que las dos funciones son pares, luego basta ver dénde

(x) = 2|x|:

se cortan cuando x > 0, en cuyo caso f(z) = g(z) & =r&el=

42 + 1
2(42? + 1) = 423 + 2. La funcién u(x) = 42 + z es estrictamente creciente
con u(1/2) = 1, luego el tnico punto x > 0 con f(x) = g(x) es x = 1/2, y para
|z] <1/2, g(x) < f(x). Por tanto el drea delimitada por ésas dos funciones es

1/2
A = / (@) — g(a)] da

—1/2

1/2
= 2 [ @)~ s@))ds: £, g pares

1/2 9
— 2 —c _old
/0 [4x2+1 x] v

2

L2 |12
2 o

b) f(z) =a(e” +1), g(x) =z + 2%

Solucién: f(z) =g(z) S ze® +z =2%"+z o r=2> =0V =1
Para 0 <z <1, f(z) — g(x) = (1 — x)e* > 0, luego el drea A limitada por
las curvas es

A= @) - g(a)] da
/01 e”(x — x?) da
/ (o e de”)

1
= (:rfx2)e“"|é+/ e’(2x — 1) dx
0

1
0+ (2x—1)e”3|(1)—2/ e’ dx
0

= 2e+1-2(e—1)=3

Problema 12. Calcular el drea del tridngulo curvilineo delimitado por la funcién
f(x) = 2% — 22+ 7y sus tangentes en x = 0, x = T:
Solucién: Las tangentes en los puntos considerados son

rm=y=-2x+7 ro=y=2x—-2)+7

y tales tangentes se mantienen siempre por debajo de la gréifica de f porque f es
convexa. Tales tangentes ademaés se cortan para x = 1, luego el drea A de tal regién



—2r+7 ,0<z2<1
. Entonces,
20 —2)+7 ,1<x<2

es A = [2[f(z) - g(x)] dz, con g(z) = {
2
A = [ @ -gwla

_ / (@) - g(a)] de

1
= 2/ 2% dx
0

[SCRN V)

Problema 13. Hallar el 4rea de la regién delimitada por la curva y? = 3z y la
recta 2y —2x 4+ 3 = 0.

Solucién: La pardbola y? = 3x no puede escribirse como una funcién y = y(x)
pero sf como una funcién x = z;(y) = y?/3; lo mismo puede hacerse con la recta:
x = x2(y) =y + 3/2. Hecho ésto, el drea de la regién delimitada por ésas curvas la
podemos como

y" 2 3| Y
y 3y
A= — — 2 4 Ty 2
[ e —mla =+ S0
3
con Y+ quecumpleny2/3:y+3/2<:>yi25(1:|:\/§).

2 2
+ ¥ =

Problema 14. Hallar el drea de la region delimitada por la curva — =
a

1, a,b>0:
Solucién: La regién E es el interior de una elipse de semiejes a,b > 0, y también
puede escribirse

2
X
E={(w,y) €R*:|z| <a,y(2) <y <yi(2)}, ye(w) = £b\[1 - 5, —a<z<a

luego el drea A de la regién E es

A= [ -yl

—a

- z/j yo () do

a
a 2
2/ b\/l—x—zdﬂc; r=at
a
a

1
= 2ab/ V1 —t2dt
1

Por tanto, el anterior calculo, que elimina los parametros a, b, reduce la solucién a



calcular la integral I = f_ll V1 —t2dt. Para ello,

1
I = 2/ V1-—t2dt
0
1 121
= t\/l—t2‘ -2 —dt
0 o V1—t2
1
1
= 0—I+2/ —dt
0o V1—1t2
LS|
=1 = /7dt
0o V1—1t2
= arcsent|(1)
Y
2
de dénde -
A:(2ab)§:ﬂ'ab

(Nota: En realidad, el cdlculo anterior al final acaba involucrando una integral im-
propia: t +— (1 —#2)~1/2 diverge cuando t — 1—, pero entendiendo tal célculo como
limg 14 [y (1 —¢2)71/2dt, es correcto).

Problema 15. Calcular las siguientes integrales impropias:
a) I= [ e du:

Solucién: Es integral impropia por ser la integral de una funcién continua,
pero en un intervalo no-acotado. Entonces entendemos

R 1
I = lim d(e5m>

R— o0 0 5

R

1 .

= lim { —Ze7°®

R— 0

.1 —5R

= At
_ 1
5

b) I = fol log x du:

Solucién: Es integral impropia por ser la integral de una funcién no-acotada:

lim, 0+ logx = —oo. Entonces entendemos
1
I = lim log z dx
e—0+ e

Por otra parte, integrando por partes (o bien, derivando directamente), puede
comprobarse facilmente que

/log:vdm:wlogx—x+0

de dénde
I = lim {;vlogx—x\i}

e—0+

= e1_1)r(§1+{—1 +e—eloge}

= -1



c) I=

/2 1
0

dz:

cos?z
Solucién: Es integral impropia por ser la integral de una funcién no-acotada:

z—mw/2— COS* T

Entonces entendemos

t1
I = lim 5
t—m/2— Jg cos*x

1
I = lim 5
t—m/2— | cos? x|,

= i tant — 1
iy e 1)

= o0

dx

Por otra parte, (tanz)" = ——, luego
cos?

Problema 16. Estudiar la convergencia de las siguientes series por el Criterio de
la Integral:

1

a) §=3 0 ———

b) S = Zqomozz

nlog®n’

es decreciente para z > 2, pues f(z) = (z~)(log™* z),

Solucién: f(z) = 3
zlog” x
que es un producto de funciones decrecientes para x > 1. Por tanto, el Criterio
de la Integral es aplicable y la convergencia de S equivale ala [ = f;o f(zx) da.

Pero

/f(x)dx =—log tz+C

luego

R
I = lim / f(z)dz = lim [log™'2—log™ ' R] =log™"2
9 R—o0

R—o0

luego la serie S converge.
1 .
nlogn’
1

1
Solucién: f(x) = 1 es decreciente para x > 2, pues f(z) = (z71)(log™ " z),
zlogx
que es un producto de funciones decrecientes para x > 1. Por tanto, el Criterio
de la Integral es aplicable y la convergencia de S equivale ala [ = f;o f(z) da.

Pero

/f(x) dx =log(logz) + C

luego
R
I = lim / f(z)dx = B}im [log(log R) — log(log 2)] = oo
2 — 00

R—o0

luego la serie S diverge.

10



0 1
) 8=2nm0 a1
—2x <
22 +1 (22 +1)2 =
0, > 0). Por tanto, el Criterio de la Integral es aplicable y la convergencia
de S equivale ala I = [ f(z)dx. Pero

Solucién: f(z) = es decreciente para x > 0 (f'(z) =

/f(:c) dx = arctanz + C
luego

R
I = lim / f(z)dx = lim [arctan R] = T
0 R—o0 2

R—o0

luego la serie S converge.
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